LINEARNO PROGRAMIRANJE
Uvod

Linearno programiranje je grana matematike koja se bavi problemom
optimizacije sustava unutar zadanih ograni¢enja. Uveo ju je Leonid Kantorovi¢ kasnih
1930-ih godina kao metodu rieSavanja problema planiranja proizvodnje. U SAD-u je
linearno programiranje razvijeno tijekom Drugog Svjetskog rata prvenstveno za
probleme vojne logistike, kao §to je optimiziranje prijevoza vojske i opreme
konvojima. Vazan je i doprinos ekonomista Tjalinga Koopmansa (roden u
Nizozemskoj, 1940. preselio u SAD). Kantorovi¢ i Koopmans su 1975. god. podijelili
Nobelovu nagradu za ekonomiju za njihov pionirski rad u linearnom programiranju.

Proizvodacl zeli odrediti kako iskoristiti ograni€¢ene koli€ine sirovina uz najvedi
profit, poslovoda kako rasporediti zadani posao izmedu svojih zaposlenika tako da
bude napravljen u najkracem moguc¢em vremenskom roku... Cilj ovih problema je

optimizacija, maksimiziranje korisnosti ili minimiziranje troSkova uz zadana
ograni¢enja Sto se rjeSava linearnim programiranjem. Podrucje primjene linearnog
programiranja je Siroko: proizvodnja, transport i distribucija, marketing,
telekomunikacije, financijsko ulaganje i planiranje, raspored zaposlenika,...

Formulirati (modelirati) realni Zivotni problem kao problem linearnog programiranja
zahtijeva timski rad stru¢njaka iz viSe podrucja.

1. Sustavi linearnih nejednadzbi sa dvije
varijable

Linearno programiranje promatra probleme u kojima se linearna funkcija cilja
mora optimizirati (maksimizirati ili minimizirati) uz uvjete ili ograniéenja dana u obliku
jednadzbi ili/i nejednadzbi i uz nenegativne varijable odluéivanja. To je formalni
postupak optimizacije sustava kod kojih se funkcija cilja i ograni€enja mogu izraziti
linearnim kombinacijama promjenljivih veli¢ina Kod cjelobrojnog su programiranja
varijable odlucivanja cjelobrojne.

Primjer 1.1:

Proizvodac proizvodi dvije vrste betona. Svaka vrec¢a visokokvalitetnog betona
sadrzi 10 kg Sljunka i 5 kg cementa, dok svaka vreca niskokvalitetnog betona sadrZi
12 kg $ljunka i 3 kg cementa. U skladistu postoji 1920 kg Sljunka i 780 kg cementa.
Proizvodac ostvaruje zaradu od 1,20$ za svaku vrec¢u visokokvalitetnog, a 1,00$ za



svaku vrecu niskokvalitetnog betona i Zeli odrediti koliko vrec¢a treba proizvesti
jednoga i drugoga iz dostupnih sirovina za najve¢u zaradu.
RjeSenje:

Iz prakti¢nih razloga pocinje se konstrukcijom tablice koja pokazuje koli¢inu
Sljunka i cementa u vreci za svaki tip betona, raspoloZivost sirovina i zaradu za svaku
vrecu.

Visokokvalitetan/kg Niskokvalitetan/kg Raspolozivo
Sljunak 10 12 1920
Cement 5 3 780
Zarada/Vreca 1,20 1,00

Ako se proizvedene vrecée visokokvalitethog betona oznate s V,
niskokvalitetnog s N, a zaradu s Z, linearna funkcija ¢e izgledati ovako:

Z=1,20V + 1,00N
Koli€ine raspolozivih sirovina se mogu izraziti s dvije nejednadzbe:

10V + 12N < 1920 Sljunak
5V + 3N <780 Cement

Negativne vrijednosti V i N nemaju fizikalni smisao u kontekstu ovog
problema, pa vrijedi V=2 0i N = 0. Prema tome problem se mozZe izraziti matematicki
kao:

Maksimizirati funkciju zarade Z=1,20V + 1,00N

unutar grani¢nih uvjeta 10V + 12N <1920
5V + 3N =780
V,Nz=0

U ovom primjeru treba primijetiti da se optimalno rjeSenje koje se trazi nalazi u
rieSenju sustava linearnih nejednadzbi.



Uvod u terminologiju

© N

. Kada je ravnina podijeljena na 2 dijela (strane) pravcem, svaka strana se

naziva poluravninom.

. Ako je ravnina podijeljena okomitim pravcem dijeli se na lijevu i desnu

poluravninu.

Ako je ravnina podijeljena bilo kojim neokomitim pravcem dijeli se na gornju i
donju poluravninu.

Ako nejednadzba ukljuCuje < ili >, poluravnina se naziva otvorenom i
koristimo isprekidano liniju za njeno ozna&avanje, sto znaci da nije ukljuéena u
sustav rje$enja.

Ako nejednadzba uklju€uje < ili =, poluravninu se naziva zatvorenom i
koristimo punu liniju za njeno oznacavanje, sto znaci da je uklju€ena u sustav
rieSenja.

Podrucje izvedivosti je skup toCaka (X, y) koji zadovoljava sve nejednadzbe
istovremeno.

Funkcija cilja F je matematicki opis postavljenog cilja.

Optimiziranje je odredivanje skupa vrijednosti promjenljivih veli¢ina kojim se
postize optimalna vrijednost (maksimalna ili minimalna) funkcije cilja F

Postupak crtanja grafa linearnih nejednadzbi
sa dvije varijable

Crtanje grafova linearnih nejednadzbi sa dvije varijable obuhvaéa vizualno

prikazivanje toCki koje zadovoljavaju nejednadzbu (skup rje$enja). Takav graf ¢e biti
poluravnina. Postoje 4 razliCite vrste nejednadzbi sa dvije varijable koje se mogu
pojaviti:

Ax+By<C Ax+By<C Ax+By>C Ax+By=C

gdje su A, B i C konstante, a najmanje je jedan od koeficijenata A ili B razliCit

od nule.

Za crtanje grafa nejednadzbi zadanih u jednom od ovih oblika:
Ax+By<C Ax+By<C Ax+By>C Ax+By=C

postupak je slijededi:

. Nacrta se odgovaraju¢a jednadzba Ax + By = C (grani¢ni pravac) tako da se

odrede to¢ke na koordinatama (T+(0,y) i T2(x,0)) i povuce pravac kroz njih.
Pravac se crta isprekidanom linijom kad je < ili >, a punom linijom kad je <ili 2.
Sustav rjeSenja je poluravnina na jednoj od strana grani¢nog pravca. Za
odredivanje strane poluravnine se koristi probna tocka T(a,b) koja ne pripada
pravcu Ax + By = C. Ako probna to¢ka zadovoljava nejednadZbu onda je



strana na kojoj se ona nalazi strana rjeSenja, u suprotnom se rjeSenje nalazi
na drugoj strani. (NajéeSc¢e se uzima T(0,0), ako pravac ne prolazi kroz
ishodiste).

Primjer 1.2:

Potrebno je nacrtati grafove slijedecih nejednadzbi:

a)2x—-y =5 b) 3x +y >0 C)x<4
RjeSenje:
Slika 1.1
4 2x-y=5 4 3x+y=0 + x=4
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(a) graf 2x-y =25 (b) graf 3x+y>0 (c) graf x<4
Primjer 1.3:

Potrebno je odrediti podrucje izvedivosti sustava slijedecih nejednadzbi

3x—y<2
X+y=26

RjeSenje:

Podrucje izvedivosti je podrucje u kome se zadani grafovi preklapaju.



Slika 1.2

y y
3x-y=2 X+y=6
(0,0) x (0,0 X X g
X+y=6
(a) graf 3x—-y <2 (b) grafx+y >6 (c) graf sustava

3X—-y<2,X+y=26

Mogucéa rjeSenja se nalaze unutar prostora definiranog zadanim
ograni¢enjima. U pravilu, optimalna rjeSenja leze u vrhovima. lzuzeci su kada se
poklope grani¢éni pravci i funkcije cilja — tada dva vrha i sve tocke na pravcu
izmedu dva vrha daju isto optimalno rjeSenje. Vrhovi odredenog podrucja
izvedivosti se nalaze unutar tog podrucja, na presjecistu dvaju grani¢nih pravaca.

Primjer 1.4

Potrebno je nacrtati graf, odrediti podrucje izvedivosti i sve vrhove za
sustav nejednadzbi:

2x—y =5
3x+y>0
X<4



Slika 1.3 podrugje izvedivosti za sustav 2X—y 25

RjeSenje:

y

Primjer 1.5:
Potrebno je nacrtati na grafu podruc€je izvedivosti i odrediti vrhove za
slijedeéi sustav nejednadzbi:

3x+y>0
x<4

2x-y=5

v

10V + 12N <1920
5V + 3N =780
V,N=0

legenda
(a)2x-y =25
. (b) 3x+y>0

podrucja preklapanja

7/ @i (b)

/)

. (b)i(c)

(@)i(c)

(@), (b) i (c)




Iz nejednadzbe V=20 i N = 0 je vidljivo da se podrucje izvedivosti nalazi u
prvom kvadrantu VN ravnine.

Nacrtati graniéne pravce 10V + 12N = 1920 i 5V + 3N = 780, te odabrati
probnu to¢ku za svaku od nejednadzbi (ishodiSte odgovara za obje). 1z 10-0V +
12:0N < 1920 slijedi da je rje$enje na grafu nejednadzbe 10V + 12N < 1920 skup
svih to¢aka ispod grani€nog pravca (ukljuCujuci pravac) i istim postupkom se
odreduje graf nejednadzbe 5V + 3N < 780 koji je skup svih to¢aka ispod
grani¢nog pravca 5V + 3N = 780

Slika 1.4 Podrucje izvedivosti za sustav nejednadzbi
A 10H+12L <1920
5H+3L <780

HL>0

L

(0,160)

(120,60)

10H+12L=1920

Podrucje izvedivosti je najtamnije obojano podrucje. Vrhovi se dobivaju
rieSavanjem dvije jednadzbe s dvije nepoznanice za svaku tocku.



5V + 3N =780 5V + 3N =780 10V + 12N = 1920 H=0

L=0 10V + 12N = 1920 H=0 L=0
Vrhovi (156,0) (120,60) (0,160) (0,0)
Napomena:

Ako je presjeciste dva grani¢na pravca izvan podrucja izvedivosti onda to nije
vrh. npr. to¢ka (192,0) nije vrh jer ne zadovoljava nejednadzbu 5-192 + 3-0 < 780

2. Geometrijsko linearno
programiranje

Linearni program sa dvije varijable x i y sadrzi linearnu funkciju
f = ax + by koja se naziva funkcijom cilja i koja mora biti optimizirana unutar sustava
linearnih nejednadzbi. Varijable x i y nazivaju se varijablama odlucivanja, a rjeSenje
sustava nejednadzbi naziva se podruc¢jem izvedivosti.

Za rjeSavanje linearnog programa, iz cijelog skupa izvedivih rjeSenja odabire
se jedno, koje daje optimalnu vrijednost (maksimum ili minimum) funkcije cilja. Takvo
rieSenje (moze ih biti vise) naziva se optimalnim rjeSenjem. Za programe koji
uklju€uju samo dvije varijable odreduje se podrucje izvedivosti pomocu dosad
obradenih grafova. Medutim, podrucje izvedivosti uglavhom sadrzi beskonacan broj
tocaka.

Primjer 1.1 (nastavak)

Problem je formuliran kao slijedeci linearni program. Potrebno je:
maksimizirati funkciju zarade Z=1,20V + 1,00N

unutar grani¢nih uvjeta 10V + 12N <1920

5V + 3N =780
V,N20




Slika 2.1

5H+3L =780

10H+12L =1920

(0, 0) (156, 0

(a) podrucje izvedivosti

SRS S ONNNR

(b) pravci konstantne zarade 1.2H+L=C uz rast
vrijednosti konstante C



U primjeru 1.5 je odredeno podrucje izvedivosti i vrhovi.

Za rjeSenje linearnog programa se odreduje u kojoj tocki funkcija
Z = 1,20V + 1,00N ima najveéu vrijednost (maksimum). MozZe se primijetiti da za
svaku konstantu C graf jednadzbe 1,20V + N = C je pravac s nagibom -1.2. Taj
pravac se naziva pravcem konstantne zarade zato Sto je zarada u svim to¢kama
(V,N) koje se nalaze na tom pravcu jednaka. Svi pravci konstantne zarade imaju isti
nagib iz ¢ega slijedi da su paralelni i kako se C povecava odgovarajuci pravci se
udaljavaju od ishodista. Posljednji pravac koji dodiruje podrucje izvedivosti prolazi
kroz vrh (120,60), pa se moze zaklju€iti da je maksimalna zarada:

Zmax = 1,20-120 + 1,00-60 = 204
Zaklju¢ak: S obzirom na dana ograni¢enja proizvodac ¢e imati najvecu zaradu

ako proizvede 120 vreca visokokvalitethog i 60 vreca niskokvalitetnog betona.
Najveca zarada iznosi 204$.

Teorem o vrhu

Kod svakog linearnog programa sa dvije varijable podrucje izvedivosti () ¢e
biti konveksni poligonski skup, odnosno | ¢e biti podrucje sa slijedec¢im svojstvima:

1. Granica | se sastoji od kona¢nog broja pravaca ili segmenata pravaca
2. Ako su P i Q bilo koje dvije to¢ke unutar |, segment pravca koji ih spaja (PQ)
lezi potpuno unutar |

Slika 2.2
(a) konveksni skupovi (b) nekonveksni skupovi

Funkcija cilla u linearnom programu sa dvije varijable je oblika
F=ax + by (a ,b = konst.). Za svaku konstantu C graf jednadzbe F = C ¢e biti pravac
(pravac konstantne vrijednosti ili jednostavnije — izolinija). Sve izolinije imaju isti nagib
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i tvore porodicu paralelnih pravaca. Prakti¢no je zamisliti porodicu pravaca F = C kao
pomicanje pravca u jednom smjeru kako C raste.

Slika 2.3

F=C

(a) maksimum u P, (b) maksimum (c) ne postoiji
minimum u Q duz P1P2 maksimum

Na slici 2.3(a) je podrucje izvedivosti omedeno, a maksimalna i minimalna
vrijednost F se nalaze u toCkama P i Q, tj. na dva ,kraja” podrucja izvedivosti. Na slici
2.3(b) jedan od paralelnih pravaca prolazi kroz dva susjedna vrha P1i Py, te je F
maksimiziran duz cijelog brida P1P2. Na slici 2.3(c) podrucje izvedivosti nije omedeno
u smjeru povecavanja C stoga funkcija moze imati minimalnu vrijednost, ali joj
maksimalna vrijednost tezi beskonaénosti, nemoguce ju je odrediti i smatra se da ne
postoji.

Teorem o vrhu glasi: Ako linearni program ima optimalno rjeSenje (maksimum
ili minimum) mora se nalaziti u vrhu izvedbenog podrucja. Taj teorem omogucava
jednostavan postupak rjeSavanja linearnog programa.

Geometrijska metoda rieSavanja linearnog programa s dvije varijable
odlucivanja - sazetak

Nacrta se graf podrucja izvedivosti | i pronadu se koordinate svih vrhova u |

Napravi se tablica procjene vrijednosti funkcije cilja F u svakom vrhu

. Ako je | omedena nazivamo je ograni¢enom. U ovom slu€aju njena najveca
(najmanja) vrijednost je u vrhu

4. Ako | nije omedena nazivamo je neograni¢enom i njeno optimalno rjeSenje ne

mora postojati. Medutim, ako postoji mora biti u vrhu

W=

U primjeru 1.1 vrhovi su u (156,0), (120,60) i (0,0) (slika 2.1). lzraCunom
zarade funkcije Z = 1,20V + N u vrhovima, dobiva se slijedeca tablica:
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Vrhovi Vrijednost Z = 1,20V + N
(156,0) 187,2
(120,60) 204 —Najveca vrijednost
(maksimum)
(0,160) 160
(0,0) 0

Iz ove tablice se izvodi zaklju¢ak da se najveca vrijednost funkcije cilja unutar
podru€ja izvedivosti nalazi u tocki (120,60), Sto potvrduje rezultat dobiven
geometrijskim putem.

Linearno programiranje sa vise od dvije
varijable

Svaki linearni program koji ima rjeSenje moze biti rijeSen odredivanjem vrhova
podrucja izvedivosti i zatim raCunanjem funkcije ciljia u vrhovima. Ipak, samo
nalazenje vrhova podru¢ja izvedivosti u viSedimenzionalnom prostoru moze biti
prilicéno komplicirano.

Primjer 3.1
Potrebno je:

maksimizirati F=5x+8y+6z

uz grani¢ne uvjete 3x +2y + 72<55
2X + 5y +4z<40
X,¥,220

U ovom slu€aju postoji pet rubnih ploha i deset kombinacija u kojima se ftri
plohe sijeku u tocki, ali sve ove tocke nisu unutar podrucja izvedivosti. Svako sjeciste
koje je unutar prostora izvedivosti je vrh i pretpostavljaju¢i da problem ima optimalno
rieSenje ono se moze odrediti izraCunavanjem funkcije cilja u svakom vrhu. lako je to
izvedivo zahtjeva priliCan napor. Sre¢om, postoji puno efikasnija metoda pod imenom
simpleks metoda.
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3. Uvod u simpleks metodu

lako su Kantorovi¢, Koopmans i drugi dali veliki doprinos razvoju linearnog
programiranja, za njegov znacaj kao prakti¢an alat u ekonomiji, industriji i znanosti je
zasluzan americki matemati¢ar George Dantzig. 1947. godine Dantzig je primijetio da
su odredeni vojni problemi u sustini isti kao i problemi uskladivanja aktivnosti unutar
velikih organizacija. Tada je razvio simpleks metodu kao nacin efikasnog rjeSavanja
problema linearnog programiranja.

Simpleks metoda je nacin efikasnog pretrazivanja vrhova podrucja izvedivosti
(simpleksa) kako bi se pronaslo u kojem se pojavljuje optimalna vrijednost funkcije
cilja. Najzanimljiviji linearni programi koji se pojavljuju u praksi ukljuuju velik broj
varijabli i ogranienja, pa ih se mora rjeSavati upotrebom racunala. 1z ovog razloga,
cilj objadnjavanja simpleks metode nije samo zbog rjeSavanja problema na papiru,
ve¢ razumijevanja racunalnih programa s kojima se mogu susresti.

3.1 Standardni maksimum - tip linearnog
programa

Problem standardnog maksimuma je specijalna vrsta linearnog programa Koji
je jednostavan za analizu. To je linearni program kojime Zelimo maksimizirati funkciju
cilja:

F = CiX{ + CoX2 + ... + CnXn

Ograni¢enja su u obliku:

a11X1 + a12X2 + ... + &1nXn S by
ao1Xq + A2oX2 + ... + AopXn S by

am1X1 + am2X2 + ... + aman < bm
X1, X2, . , Xn 20
gdiejebj20zaj=1,2,...,m.

Opcenito, problem standardnog maksimuma je linearni program koji
zadovoljava slijedece uvjete:

Funkcija cilja F mora biti maksimizirana.

Sva ograniCenja su tipa <.

Sve varijable odlucivanja x; ne smiju biti negativne (x; 2 0).

Sve vrijednosti b; na desnoj strani nejednadzbi ne smiju biti negativne (b; = 0).

oo
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3.2 Dopunske varijable i inicijalna tablica

Prvi korak u primjeni simpleks metode za rjeSavanje problema standardnog
maksimuma je pisanje nejednadzbi ogranienja i funkcije cilja kao jednadzbi. To
omogucuje primjenu prethodno navedenih principa za rjeSavanje linearnih programa.

Primjer 3.1

Treba pretvoriti nejednadzbu 3xs — 2x2 + 5x3 < 6 U jednadzbu.

RjeSenje:

Ova nejednadzba se moze objasniti, ako pretpostavimo postojanje odredenog
odstupanja vrijednosti lijeve i desne strane nejednadzbe. To odstupanje se anulira
dodatkom dopunske promijenjive varijable u = 0, te se nejednadzba napiSe kao
jednadzba:

3X1—2X2+5X3+U=6

Ako je x1 =2, x2=41ix3=1,tada je 3:2 - 24 + 5:1 =3 <6 , a dopunska
promjenjiva varijabla iznosi 3 (u + 3 = 6, slijedi u = 3)

Primjer 3.2

U sustavu nejednadzbi cCe postojati viSe razli€itih dopunskih promijenjivih
varijabli, po jedna za svaku nejednadzbu. Tako da za sustav nejednadzbi:

3X1+2Xo—X354
X1—2X2 <3
X1, Xo ,X3°2 0

dodaju se promjenjive dopunske varijable u1 i uz, te se dobiva slijedeci sustav
jednadzbi:

3X1+2X2—X3+U1=4
X1—2Xo + U2 = 3
X1, X2 ,X3, Uy, U2 20

Takoder, uputno je razmisljati o funkciji cilja linearnog programa kao implicitnoj
jednadzbi. Npr. funkcija F = 2x1 + 4x2 - 7X3 se moze pisati kao -2x1- 4Xo + 7x3 + F =
0.

Kombiniranjem ovih metoda moZe se prebaciti linearni program u sustav
jednadzbi

maksimizirati F =2Xx1 + 4X2 - 7X3
uz graniéne uvjete 3x1 + 2X2 —x3< 4
X1—2X2 <3
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X1, Xo ,X3°2 0

U obliku sustava jednadzbi:

3X1 + 2X2 - X3 + U1 = 4
X4 - 2Xo + Uz = 3
-2X4 - 4xo + 7X3 + F = 0

X1, X2 ,X3, Uy, U2 20

Matrica koeficijenata sustava jednadzbi naziva se inicijalna simpleks tablica. U
ovom primjeru inicijalna tablica je slijedeca:

varijable dopunske
odlu€ivanja  varijable

X; X, Xz Uju, F
3 2 _1 10 Oi4 konstante

inicijalna tablica . 5 00 10 3}>sctiesne
—————————————————————— i strane

Doniji red tablice sadrzi koeficijente funkcije cilja (osim 0 u desnom stupcu) i
nazivaju se indikatorima.

3.3 Osnovna izvediva rjesenja

Sustav iz primjera 3.2 smo napisali u obliku sustava linearnih jednadzbi
3X1 +2X2—X3+U1 =4
X1 —2Xo4+U2=3
gdje su x1, X2 ,X3, U1 i U2 nenegativne. Postoji beskonacan broj rijeSenja ovog
sustava jer se moze rijeSiti za bilo koje dvije varijable koje uvjetuju ostale tri.
Medutim, rjeSenje je izvedivo samo ako su mu svi ¢lanovi nenegativni.

Ako napisemo sustav iz primjera 3.2 u obliku:

U1=4—3X1—2X2+X3
Us =3 — X1 + 2Xo

tada svi proizvoljno odabrani x1, X2 i X3 odreduju vrijednosti uy i uz, a linearni
sustav posjeduje jedinstveno rje$enje (x1, X2 ,X3, U1, U).
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Kada se linearni sustav napiSe u ovom obliku us i uz nazivaju se osnovnim
varijablama, a x1, X2 i Xz nazivaju se neosnovnim (parametarskim) varijablama.

Kada se postave vrijednosti svih neosnovnih varijabli u 0, rjeSenje koje se
dobiva naziva se osnovnim rjeSenjem.

U ovom primjeru osnovno rjeSenje glasi xi = 0, xo = 0, x3 = 0, uy = 4 i
uz = 3. Posto su sva rje$enja varijabli nenegativna, rjeSenje je izvedivo i naziva se
osnovnim izvedivim rjeSenjem.

Zadani linearni sustav moze imati mnoga osnovna rjeSenja, ali sva ne moraju
biti izvediva. Npr. ako se linearni sustav napise kao:

X3 =—4 + 33Xy + 2X2 + U1
U2=3—X1+2X2

U ovom su slu€aju uz i X3 neosnovne varijable, a X1, X2 i u; (neosnovne
varijable) jednake 0. Dobiva se odgovarajuce rieSenje x4 =0, X2=0,X3=—4,u; =01
uz = 3, ali u ovom slu€aju osnovno rjedenje nije izvedivo zbog postojanja negativne
varijable (xz= —4)

Geometrijski se moZe pokazati da za sustav linearnih nejednadzbi u
standardnom obliku, svako osnovno izvedivo rjeSenje posjeduje odgovarajuci vrh
unutar podrucja izvedivosti, i obratno.

3.4 Pivot metoda

Na primjeru 3.2 vidljivo je da inicijalna tablica standardnog maksimuma
linearnog programa odgovara osnovnom izvedivom rjeSenju u kojem su sve varijable
odlucivanja 0. Posto je funkcija cilja jednaka 0 u ishodistu, mala je vjerojatnost da je
to optimalno rjeSenje. Kod simpleks metode pocinje se u ishodistu i nastavlja se put
od jednog vrha ka drugom (unutar podrucja izvedivosti) sve dok se konacno ne
pronade vrh koja odgovara optimalnom rje$enju.

Od jednog vrha ka drugom putuje se koriStenjem osnovnih operacija na
redovima i transformiranjem inicijalne tablice u niz ekvivalentnih tablica koje su u
svezi s osnovnim izvedivim rjeSenjem. Postupak transformacije se zasniva na
operaciji pod imenom pivotiranje.

Ponovno se vra¢amo na primjer 3.2.
Pivotiranje koeficijenta koji se nalazi na poziciji (1,2) znali da se

transformacijama unutar reda zamijeni koeficijent 2 (na poziciji (1,2)) sa koeficijentom
1, a svi ostali koeficijenti u tom stupcu se pretvore u 0.
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. t . - X1 X2 X3 u1 u2 F
(?W3§2Eiwfmw%>//ﬂ—_§ﬁ\2 11004
1-2 0 0 1 0:3]| inicijalna tablica
[ zamjenjuju se s 0 4 -7 00 110
1 Xy X, Xz U u, F
SRR, 3 1 1 :
21 -- - 004
2R, +R, >R, i 0 _21 21 1 o '7| transformirana tablica
4R, +R; - R, | |o---mmmeemmeoo - -
4 0 5 2 0 1 58

Nova tablica odgovara linearnom sustavu:
3/2X1 +X2—1/2X3+ 1/2 U4 =2
4x1—Xs+ Ui +Up=7
4x1+5x3+2u1+ F =8

koji moZzemo napisati i u slijedec¢em obliku:

X2=2—3/2X1 + 1/2X3—1/2 U4
U2=7—4X1 + X3 — U4
F =8 — 4xy— 5x3 — 2u4
Iz ovog oblika moZze se zakljuciti da su nove osnovne varijable x2 i Ua.
Postavljanjem vrijednosti neosnovnih varijabli x4, X3 i uy u 0 dobije se osnovno
izvedivo rieSenje x4 = 0, X2 = 2, x3 = 0, uy = 0 i u2 = 7. Odgovarajuéi vrh obuhvaca
samo varijable odlu€ivanja i ima koordinate (0,2,0).
Vrijednost funkcije cilja odreduje se uvrstavanjem dobivenih rieSenja.

F=8-40+50+20=8

Treba primijetiti da se nova vrijednost funkcije cilja pojavljuje u donjem
desnom kutu. To vrijedi za sve tablice.

Napomena: kolone koje odgovaraju osnovnim varijablama u svim matricama
su jednake kao i one u jedini¢noj matrici (osjen¢ani dijelovi).
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4. Simpleks metoda : sluéaj standardnog
maksimuma

Simpleks metoda za linearne programe tipa standardnog maksimuma najlakse
se moZze objasniti na primjeru.

Primjer 4.1

Potrebno je:

maksimizirati funkciju F = 4x4 + 5%z
unutar ogranicenja 2X1+ 3Xx2<9
X1+ X254
X1, X2 2 0
RjeSenje:

Prvo se uvode dopunske promjenjive varijable u+ i uz

2X1+3X2+ U1 =9
X1+ Xo+Ux=4

Cilj je pronaci rieSenje u obliku jednadzbe za koje su X1, X2, U1 i U2 nenegativne
varijable i za koje funkcija cilja F = 4x4 + 5x2 ima najvecu vrijednost.

Zatim se izraduje inicijalna tablica.

Slijedeéi korak je transformiranje, operacijom pivotiranja, inicijalne tablice u
odgovarajucu tablicu s osnovnim izvedivim rjeSenjem u kojoj funkcija cilja ima vecéu
vrijednost od funkcije cilja inicijalne tablice. Zatim se nastavlja pivotiranje dok se ne
pronade tablica kojoj F- vrijednost nije moguce nadmasiti. Osnovno izvedivo rieSenje
koje je u svezi s posljednjom tablicom daje optimalno rje$enje.

Osnovne varijable u svezi s inicijalnom tablicom su u1 i uz, a osnovno riesenje

je x1=0,x2=0, us =9iuz =4. Ovo rieSenje odgovara vrhu koja se nalazi u ishodistu
(0,0) unutar podrucja izvedivosti. U toj tocki funkcija cilja ima vrijednost 0.
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Slika 4.1 podrucje izvedivosti za sustav nejednadzbi

2%, +3x, <9

o A X;+X,<4
X, X, 20
X;+X, =4
0, 3

1 3,1)

2X,+3x, =9 .-
@
(0, 0) (4, 0) Xi

Kako bi se odredilo je li to rjieSenje optimalno, moramo provijeriti posljedniji red
inicijalne tablice. Negativni indikatori — 4 i — 5 poprimaju pozitivhe vrijednosti kad se
jednadzba napise u eksplicitnom obliku. Ovo rjeSenje nije optimalno jer se vrijednost
F moze povecavati s poveéavanjem kako xi tako i xo. Kako je previSe slozeno
povecavati istovremeno obje varijable, slijedece rieSenje se dobiva povecavanjem x»
dok istovremeno x1 ostaje na vrijednosti 0. Povecava se xo, a ne x1 zbog toga $to xp
ima veci multiplikator (5 > 4) iz €ega slijedi da ¢ée povecanjem xp proporcionalni
utjecaj na funkciju cilja biti vec¢i. Povecavanje varijable x; je limitirano ograni€enjima
prikazanim u prva dva reda simpleks tablice. Prvi red odreduje da je 2x1 + 3x2 + Uy =
9. Sve dok je x4 jednako 0, ova jednadzba se reducira na 3x. + us = 9 iz ¢ega slijedi
3x2 < 9, buduci da je uz nenegativna varijabla. Dijele¢i obje strane nejednadzbe s 3,
moze se zakljuciti da je xo < 3.

Napomena: desna strana ove nejednadzbe dobivena je dijeljenjem konstante
sa desne strane prvog reda sa odgovaraju¢im koeficijentom pridruzenim varijabli xo.
Analogno dijeljenjem konstante drugog reda sa odgovaraju¢im koeficijentom uz xp
slijedi x» < 4.

Usporedujuéi nejednadzbe x> < 3 i xo < 4 zakljuCujemo da je 3 najveca
vrijednost koja se moze pridruziti varijabli xo jer se moraju zadovoljiti oba uvjeta.

Kolona u ovoj simpleks tablici koja odgovara varijabli koju se Zeli povecavati
se naziva pivot kolonom, a red iz kojeg se dobiva gornja granica povecavanja ove
varijable se naziva pivot redom.

Pivot kolona odgovara najnegativnijem indikatoru, a pivot red se pronalazi
dijelienjem svake konstante sa desne strane sa odgovaraju¢im pozitivnim brojem iz
pivot kolone, izabiru¢i red sa najmanjim takvim omjerom.
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inicijalna tablica

F
2 (¥ 1 0 o0 i9]os
1 1 0 1 0 @441 0

najnegativniji
indikator
pivot kolona

Clan koji se nalazi i u pivot koloni i u pivot redu se naziva pivotom.
Slijededi korak je pivotiranje za dobivanje nove tablice

inicijalna tablica druga tablica

pivot
zamjena

Xy X, u, u, F
0 0 9| gRi-R 3 3
A1 0.1 014 RuroR |3 %75 1 %
0 110|5R +R, >R, _2 0 : 0

zamjena s 0

Osnovne varijable su sad x2 i Uz , a odgovaraju¢e osnovno izvedbeno rieSenje
je x1 =0, xo =3, uy =0, uz = 1. Ova rjeSenja odgovaraju vrhu (0,3) u kojem je
vrijednost funkcije cilia F = 15

Prisutnost negativnog indikatora -2/3 ukazuje na to da rjeSenje jo$ uvijek nije
optimalno, zato jer se moze povecavati vrijednost F povecavajuéi xy (trenutna
vrijednosti je 0). U prvom i drugom redu se dijele konstante s desne strane sa
pozitivnim koeficijentima uz x.

X1 £9/2 i X1 <3

Moze se zaklju€iti da je 3 najveci broj koji xy moze poprimiti uz zadane uvjete.
Ponovno se transformira tablica s obzirom na pivota 1/3 koji je na poziciji (2,1) u
drugoj tablici.
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druga tablica

1 1 90 o!3
8 !
0 1 1 oi 1 najmanii
-------- e EE omjer
) 5 0 1115 pivot red
3 3 .
najnegativniji
indikator
pivot kolona
, druga tablica treca tablica
zamjena :
<0 X, X, u u, F (terminalna)
2 1 1 0 0! 3| 3R,—R, Xp Xy Uy Uy
3 3 ! 5 0o 1 1 -2
(X0 -2 1 ol gRFROR Fy o 1 3 013
TN T - T o 0o 1 2
-— \0 = 0 1115 -R,+R; =R,
3 3 P
pivot
zamjena
s
Osnovne varijable sad postaju x; i X2, a osnovno izvedivo rjeSenje je

X1 =3, X2=1,us =0iuz=0. Odgovarajuci vrh je (3,1), a vrijednost funkcije cilja je F
=17.

Kako indikatorski red trece tablice ne sadrzi negativne indikatore trenutno
rieSenje je optimalno.

Provjera:

Jednadzba prikazana u zadnjem redu se napiSe eksplicitno kao
F =17 — uy — 2u,. Zato $to su koeficijenti uq i uz negativni, jedini nacin da se povecéa
F je da se smanje u1 i Uz, a to je nemoguce jer im je trenutna vrijednost 0 i uvjet je da
su nenegativni. Treca tablica je konacni rezultat problema i naziva se terminalna
(zaklju€na) tablica.

Geometrijski simpleks algoritam je putovao po granicama podrucja izvedivosti.
Strelice na slici 4.1 pokazuju put pivotiranja. Algoritam pocinje u ishodistu (0,0),
nastavlja do prvog slijede¢eg vrha u (0,3) i kona¢no dolazi do vrha (3,1) u kojem se
nalazi maksimalna vrijednost funkcije cilja.

Simpleks algoritam za linearni program tipa standardni maksimum — sazetak

1. Postavlja se inicijalna tablica za =zadani problem standardnog
maksimuma.
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2. Dijeli se svaka konstanta sa desne strane sa svim odgovarajuéim
pozitivnim €lanovima u pivot koloni.

3. Pivotira se pivot koji je pronaden u drugom koraku transformacije
tablice

4. Ako je mogucée, ponavljaju se koraci 1-3 sve dok svi indikatori ne
poprime nenegativne vrijednosti. Odgovaraju¢éa tablica je tada
terminalna i iz nje se ocita optimalna vrijednost.

Napomena: Ako su svi €lanovi iznad najnegativnijeg indikatora negativni ne
moze se odrediti najmanji omjer, u tom slu€aju linearni program nema optimalno
rieSenje.

F kolona se nikad ne mijenja, pa se dogovorno izostavlja iz tablice.

4.1 Neogranicena rjesenja

Svaki linearni program nema optimalno rjeSenje. U slijede¢em primjeru se
uzima u obzir situacija u kojoj je podrucje izvedivosti neograni¢eno, a funkcija cilja
moze poprimiti vrijednosti koje su proizvoljno velike.

Primjer 4.2
Maksimizirati F=2x1—5x2<10
uz grani¢ne uvjete —X1+ X2 <8

X1, Xo 2 0
RjeSenje:

inicijalna tablica

u1
1 . s
D o najmanyji
__________________ omjer
0 pivot red
najnegativniji
indikator
pivot kolona

Najnegativniji indikator je —3 u drugoj koloni, a jedini pozitivni broj u drugoj
koloni je 1 u drugom redu, pa on mora biti pivot. Pivotiranjem se transformira tablica
na slijedec¢i nadin:
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C zamjenas 0 )

-3 0 1 5150

-1 1 0 118

-5 0 0 324
inicijalna tablica druga tablica

Ova tablica nije terminalna obzirom da postoji negativni indikator (-5), ali u toj
koloni ne postoji pozitivni ¢lan (prva kolona). To znadi da se varijabla x1 u odnosu na
negativni indikator moze beskona¢no povecavati bez krSenja bilo kojih graniénih
uvjeta nejednadzbi, a kako bi se definirao linearni program. Dakle, postoje izvedive
toCke koje su povezane sa proizvoljno velikim funkcijama cilja (negativan indikator je
vezan s pozitivnom vrijednosti F).

Kriterij tablica za problem standardnog maksimuma koji su nerjesivi

Uglavnom funkcija cilja linearnog programa nema maksimum ako su ¢lanovi
iznad negativnog indikatora u inicijalnoj tablici ili bilo kojoj narednoj tablici svi

nepozitivni.

Cinjenice o simpleks metodi:

1.

lako se jedini negativni indikatori unutar inicijalne tablice pojavljuju u
kolonama varijabli problema, moguce je da se u kasnijim tablicama
pojave negativni indikatori i u kolonama dopunskih promjenjivih
varijabli.

. Ponekad postoji viSe indikatora koji imaju najnegativniju vrijednost. U

tom slu€aju se za odredivanje pivot kolone koristi bilo koji od nijih.
Ponekad se dijeljenjem konstante s desne strane odgovarajuéim
koeficijentom moze dobiti viSe najmanjih omjera. U tom slu¢aju se za
odredivanje pivota koristi bilo koji od njih. Takav linearni program
nazivamo degenerativnim i postoji moguénost da simpleks algoritam
ude u beskonacnu petlju tj. da stalno stvara istu tablicu.
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